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Composition portant sur un sujet de mathématiques

EPREUVE N° 34

Durée:5h
Coefficient : 2

Probléme I (12 points)

Notations. On note £ I’ensemble des fonctions d’une variable réelle et & valeurs complexes qui
sont indéfiniment dérivables sur IR. A tout couple (f g) de fonctions de £ on associe la fonction
numérique notée f * g définie par :

(f*g)(x)= f F(t)g(x—1)di

Rappel. Etant donné une fonction / de deux variables réelles et & valeurs complexes, qui est de
classe ¢’ sur R?, alors la fonction H définie par :

H(x)=th(x, t)dt

est dérivable sur IR etl’ona:
X

H’(x)=h(x,x)+f
0

oh

—(x,t)dt

dx( )

Partie I

Dans cette partie on suppose que les fonctions f'et g appartiennent a E.

1. On note / la fonction constante égale a /. On pose :

F=f=x]
Que représente F' ?



2. Démontrer que f*g=g* f.
3. On suppose que pour x <0 on a f{x) = 0 ou g(x) = 0. Montrer que ( f*g)(x)=0 pourx < 0.

4. On suppose que pour x&[0,1] on a f(x) = g(x) = 0. Démontrer que (f*g)(x)=0 si
x¢[0,2].

5. Démontrer que si les deux fonctions f'et g sont des fonctions polynomiales alors f * g en est
aussi une.

6. Etant donné un nombre réel a # 0 et une fonction u de E, on note u a la fonction de E définie

par :

uy(x)=u(ax)
Démontrer que :
fa*8a= (%2
En déduire la parité de f * g lorsque chacune des fonctions fet g est soit paire soit impaire.
7. Démontrer que f * g est dérivable et vérifie :
(f*g)'=8(0)f +1*g =f(0)g+ f'xg
Pour tout entier naturel n, » > I, démontrer que f * g est n fois dérivable et vérifie :

n-1
(fxg)™ =Y e™eo)r s fagl™
k=0

En déduire que f * g € E. On définit ainsi une application Bde E x E dans E, définie par :

B(f.g)=f*g

appelée produit de convolution dans E.
8. Démontrer que B est bilinéaire.

9. Pour tout couple de nombres complexes (A, u), calculer :

expy*expy,
Puis, pour a et b réels non nuls :
cos,* siny,
En utilisant la question 7 en déduire :
Sing* siny,



Partie 11

Etant donné un entier naturel p, on note m , la fonction polynomiale définie par :

mp(x)=xP
Pour tout couple (p, g) d’entiers naturels, on considére le nombre réel :
Ipg=(mp*mg)(1)

1. Démontrer que si g >/ ona:

Ip.q =ﬁ]p+1,q—1

2. En déduire la valeur de /), , en fonctionde /), , ¢, puis la valeurde ) ,.

3. Démontrer que :

mp*mg=IpqMpigsi

Pour x # 0, on pourra effectuer le changement de variable 7 = ux.
Partie I11

On consideére la fonction numérique F' définie par :
F(x)=2x’-1
1. Démontrer que pour toute fonction fde E, ( f * F )(3 ) s’exprime en fonction de fetde f”.

2. Soit 2, la partie de E formée des fonctions polynomiales P de la forme P(x)= ax’ +bx+c.

Déterminer les fonctions f'de E telles que f * F € P;.

3. En déduire :
exp,*F et exp_,*F

Partie IV

On considére les fonctions numériques f'et g définies par :

f(x)m————ect g(x)=4x-5
2(x“+1)

1. Calculer f*g puis h=(f*g)'.

2. Démontrer que 4 s’annule une seule fois sur [0, + o[ et que cette valeur appartienta ] 0, /[.



3. Démontrer par récurrence que :
Pyii(x)

h(”)(x)=
(x2+])n+]

ou P, ; est un polyndme de degré n + I, dont on calculera le coefficient dominant noté a,,, ;.

Probléme II (8 points)

On note Pl’ensemble des matrices carrées d’ordre 7 et a coefficients réels, égales a leur carré.

Etant donné deux matrices 4, B de 2, la relation 4B = BA = A estnotée 4 < B. On pose :
S(A,B)=A+B-AB
On considére trois matrices 4, B, C de 2.
1. Démontrer les propriétés suivantes :
* A<A4
°* Sid<BetB<Aalors4d =B
* Sid<BetB<Calors4d<C
2. On suppose maintenant que 4B = BA.

a) Démontrer que :

ABe P
e AB<AetAB<B
e SiC<A4etC<BalorsC<A4B

b) Démontrer que :

s S(AB)eP

e A=<S(A,B)et B=S(4,B)

e SiA<CetB<Calors §(A B)<C
¢) Démontrer que :

* ABsS(AB)



3. On considére cinq matrices 4, B, C, M et N de 2 telles que les matrices 4, B et C
commutent deux a deux.

a) Démontrer que :

© ABCe?
* ABC<A,ABC<BetABC<C
e SiM<A4, M<BetM<Calors M<ABC
b) Démontrer que §(A, B) commute avec C.

c¢) On pose :
D=A+B+C -(AB+ BC +CA4)+ ABC
Démontrer que :

D=S[S5(A,B),C]
En déduire que De 7.

d) En utilisant les résultats du 2, démontrer que :
A<D,B<D, C=<D
e) En utilisant les résultats des question 2 et 3.c), démontrer que :
siA<N,B<N, C<NalorsD<N

f) Démontrer que :
ABC<D

4, On consideére la matrice a coefficients réels :

-1 =2

ﬁ

S ~
S N
S~ S O
S~ O O

a) Calculer les valeurs propres de F.

b) Déterminer les sous-espaces propres de F.

¢) Démontrer que F est diagonalisable et en déduire que F appartient & 7.
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