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SUJET :

Notations. Soit E un espace vectoriel réel et / un endomorphisme de £. Rappelons que Ker f
désigne le noyau de fet Im f1’image de f. On note e I’endomorphisme identique de E. Pour tout
nombre réel k on note 4; I’ensemble des endomorphismes de E vérifiant la relation / 2 = kf;

rappelons que f2 =fof.
Les parties I et IT peuvent étre traitées indépendamment.
Partie I
A. Soit fun endomorphisme de 4.
1. a) Montrer que fest inversible si et seulement si fest I’homothétie de rapport &, & # 0.
b) Exprimer f{x) en fonction de x lorsque f appartient & A, et x a Im ’

2 a) Si E est de dimension finie, démontrer que les endomorphismes non nuls de 4y ne
sont pas diagonalisables.

b) Démontrer que les relations f € Ay et Im f C Ker f sont équivalentes.

3. Onsuppose k# O et f & Ag.

a) Soit x'e Jm f et x"e Ker f. On pose x=x"+x", exprimer x’ et x” en fonction
de x, ket fix).

b) Démontrer que tout vecteur x de E s’écrit de fagon unique sous la forme x = x"+ x"
avec x'e Im f et x"e Ker f.



¢) Dans le cas ol E est de dimension finie, montrer que f'est diagonalisable. Expliciter
alors une matrice diagonale de f.

B. Soit fet g deux endomorphismes de E.
1. Démontrer que :

Im(f+g)CImf+Imget Ker f(NKer gC Ker(f +g)
2. On suppose que fet g appartiennent & A avec k # 0.

a) Démontrer que les relations :

(frged)et(fog+gef=0)
sont équivalentes.

b) Démontrer que les relations :

(feg+goef=0)et(fog=gof=0)

sont équivalentes.
Pour cela, on pourra expliciter la relation :
fo(fog+goef)=(feg+gof)of
¢) On suppose de plus que [ + g € A;. Démontrer que :
Ker (f+g)C Ker fNKerg
En déduire que :

Ker (f+g)=Ker fNKerg

d) On suppose encore que f + g € 4. Pour x appartenant & /m f+ Im g, montrer que
(f+ g)(x) s’exprime en fonction de x. En déduire que :

mf+mgCim(f+g)
puis :
Imf+Img=Im(f+g)

C. Soit a et b deux nombres réels tels que a° + 4b > 0 et f un endomorphisme de E vérifiant
les deux conditions suivantes :

i) La famille (f e) est libre,
i) f? = af + be.
1. a) Démontrer qu’il existe quatre nombres réels A;, A, k; et kj tels que :

J = A€ Ay et f =M€ 4,

b) Exprimer k; et k, en fonctionde A; et 2. En déduire que k; et k5 sont non nuls.
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2. Avec les valeurs de 4, et A, trouvées précédemment, on pose :

Lf]“j‘—lje et 112=f'—}\.2€
a) Démontrer que :
u]ouz=uzou]=-0

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, 7> /. ona:

_ Auy - My

n
/ Az =4
Rappelons que pourn =2 :
fr=fesn!
1=y

3. Démontrer que fest inversible si et seulement si b # 0 et préciser alors son inverse.

D. Etude d’un exemple.

Soit /' I’endomorphisme de R dont la matrice par rapport 4 sa base canonique est :

g f ]
de| J 2 =7
2 -2 1

1. Démontrer qu’il existe deux nombres réels a et b, que ’on déterminera, tels que :
2 _
f=af+ be
2. Avec les notations de la partie C, calculer A}, 45, k; et k5 ainsi que les matrices A4; et A
des endomorphismes u; et u, dans la base canonique de R,
3. En déduire 4” pour tout entier naturel #, n = 1.
Partie 11

Cette partie fournit des exemples, tirés de I'analyse, d’endomorphismes u d’un espace

vectoriel E vérifiant la relation 4 - ku, ol k est un nombre réel donné.

Les parties A, B, C et D sont indépendantes.

Partie A

Soit E ’espace vectoriel des fonctions numériques indéfiniment dérivables sur 7 =]0, + o[

et u I’application de E dans E définie, pour toute fonction f'de E et tout nombre réel x, x > 0,
par :

(%)



ul f)(x)=xf"(x)

1. Démontrer que u est un endomorphisme de E.

2. Soit Fi I’ensemble des fonctions f'de E vérifiant u?( f)=ku( f) ot k est un nombre réel
donné.

a) Démontrer que F} est un sous-espace vectoriel de E, stable par u.

b) La restriction de u & F} définit un endomorphisme de /7, que ’on note v. Démontrer

que v = kv.

3. Démontrer que les fonctions f'de F sont toutes les solutions d*une équation différentielle
que I’on précisera.

4, Préciser, selon les valeurs de k, une base de F.
Partie B

On note £ 1’espace vectoriel des fonctions numériques indéfimiment dérivables sur IR et w
I’'endomorphisme de £ défini, pour toute fonction fde £, par :

ul f)=f"

Soit Fy I’ensemble des fonctions fde E vérifiant sz(f)s-—- ku( f) ou k est un nombre réel
donné.

| a) Démontrer que F} est un sous-espace vectoriel de E, stable par u.

b) La restriction de » a F, définit un endomorphisme de F}, que I’on note v. Démontrer

que Ve = kv.
2. Déterminer les fonctions f'de Fy en discutant selon les valeurs de k.

3. Préciser une base de Fydans chaque cas étudié.
Partie C

Soit E 1’espace vectoriel des fonctions numériques continues sur / =[0, 1], F une fonction
non nulle donnée de E et u I’application de E dans E définie, pour toute fonction fde E et tout
nombre réel x, 0 < x </, par:

]
u(f)(x)=F(x)f tf(t)dt
0
1. Démontrer que # est un endomorphisme de £. Préciser I’image de u.

2. Démontrer qu’il existe un nombre réel k , dépendant de F, tel que u? = ku.

3. Calculer k lorsque F(x) = Are sin(x), 0 <x < 1.
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Partie D

Soit £ 1’espace vectoriel des fonctions numériques indéfiniment dérivables sur / =]0, + |
et u I’application de E dans E définie, pour toute fonction fde £ et tout nombre réel x, x > 0,
par :

ul f)(x)=flx)+xf'(x)

1. Démontrer que u est un endomorphisme de E.

2. Soit F; ’'ensemble des fonctions f de £ vérifiant 112(f) = ku( f ) ol k est un nombre réel
donné.

a) Démontrer que F} est un sous-espace vectoriel de £, stable par u.

b) La restriction de u & Fj définit un endomorphisme de F}, que I’on note v. Démontrer

que v = k.

3. Démontrer que les fonctions f'de F sont toutes les solutions d’une équation différentielle
du deuxiéme ordre que ’on précisera.

4, Pour toute fonction fde E on note g la fonction de £ définie par :

@(t)=fle')

Démontrer que f € Fj, si et seulement si ¢ est solution d’une équation différentielle du
deuxiéme ordre que 1’on précisera.

5. Résoudre 1’équation différentielle de la question 4, en discutant selon les valeurs de k.

6. Déterminer les sous-espaces vectoriels F et en préciser une base selon les valeurs de k.
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