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PROBLEME I (10 points)
Partie |

1. On considére la suite (P,),c) de polyndmes a coefficients réels vérifiant les conditions
suivantes :

©€) RX)=1I

1
Py(x)dx=0
(&) fo o

! *
P,=nP,_;,neN

et:

Onpose B,=P,(0).
a) Démontrer que la condition ('C,) est équivalente a la condition :

P(X)=n[4,(X)-A]
avece

X 1
A,,(X)=fP,,_,(x)dx, nelN" et A,,=fA,,(x)dx, nelN
0 0

En déduire que la suite (P,),c, €st unique et que d°P, = n.

b) On note a, le coefficient dominant du polynéme P,. Pour n > I, exprimer a, en

fonction de a en déduire la valeur de a,,.

n-1>3

2. Calculer P, et B,pour ne{1,2,...,7}.



3. a) Démontrer que la condition ('C, ) est équivalente a :

P,=nP,_,n=I
Pn+l(0)= P,,+1(1),n21

b) On pose :
O(X)=(-1)"P(1-X)

Démontrer que la suite (Q, ), Vérifie les conditions (C,) et (C,) ; que peut-on en
conclure ?

¢) Démontrer que pour tout entier naturel k, k> 7,ona By, ,,=0.

4. a) Démontrer que P; peut s’écrire :
1
P5(X)=X(X-1)(X—3)A(X)
et que A(X) est négatif sur [0, /].

b) En déduire le maximum de | 7 | sur [0, ].
c) Démontrer que pour 0 <x</ona:
b,
| Pr(x)|= Z
3. a) Soit k un entier naturel, / <k <n. Exprimer P/*/ en fonction de k, net P,_,. En
déduire P*/(0) en fonctionde k, net B,_,.
b) Démontrer que :

Pn(X) = E(Z)Bn—ka
k=0

¢) En déduire que pourn > 2 :

.-

k=0
d) Retrouver ainsi les valeurs de B,, B,, B;, B,.

Partie II

1. Démontrer que pour tout nombre réel x, x > 0, on a :

<£n(x+])—£nx<i
X+ X

2. On considere les suites (u, ), -+ €t (v,) o+ définies par :

n n
1 1
Uy = Ez—fn(n) et v, = E;—Kn(n+1)
k=1 k=1



a) Démontrer que les suites (u, ) o+ €t (v,),cp- sont adjacentes. On note y leur limite
commune.

b) Pour n > 1, on pose w, = Eé Démontrer que :
k=1

y+ln(n)sw,sy+fn(n+l)
En déduire que :

w,, ~ {n(n)
+ 00

3. Etant donné deux entiers naturels p et g avec p > 1, on pose :

d Prg+1(%) d Prq(x)

I,(q)= deetJ, (q)=
R 0 (x+p)a+? P 0 (x+p)a+!

a) En intégrant par parties /(¢ ), démontrer que :

I,(9)=J,(q)

b) En intégrant par parties J,(q)pour g 2 I, trouver une relation de récurrence entre
I(g)et Lig—1).

¢) Démontrer que :
q
B 1 1
I(q)=1,00)+ ) =2 (—- )

d) Calculer 7,(0). En déduire /,(q).

PROBLEME II (10 points)

Dans ce probléme on note E ’ensemble des matrices carrées d’ordre trois a coefficients réels.
On rappelle que E a une structure d’espace vectoriel réel et que sa dimension est égale a 9.

Partie I

On considére les quatre matrices suivantes :

i i 11 i i i 11
5 0 == = = = 0 = 6 3 6
2 2 6 3 6 2 2 13 ;
Ad=| ## O # |B=| B8 G @8 |Cw|l =1 @ 1 |Duw| == =2 ==
I ] ] 1 ] ] J 3 3 3
= 0 = -— 5 = = 0 -= I 1 1
2 2 3 6 2 - _2 =
6 3 6
1. On note :

H={A,B,C,D,0}



ou O est la matrice nulle.

Calculer les carrés des matrices 4, B, C, D et leurs produits deux a deux. Vérifier que ce sont
des éléments de H. Pour simplifier les calculs on admet que :

AC=AD=BA=B=C*=CD=DA=DB=0

On résumera les résultats dans le tableau suivant :

A B & D
A4 0 0
B 0 0
C 0 0
D 0 0

2. On note F' le sous-espace vectoriel de £ engendré par les matrices 4, B, C, D. Démontrer que
F est de dimension 4.

3. Démontrer que le produit de deux matrices de F' appartient & F.
4. Démontrer qu’il existe une matrice unique J de F'telle que pour toute matrice M de Fona :

JM=MJ=M
Expliciter J.

Partie II
On considere les six formes linéaires u;, / <i <3 etv;, ] <j <3, définies sur E par :

o (M), 1 <i<3, estlasomme des termes de la i*™ ligne de M.

o v(M), 1 <j <3, estlasomme des termes de la;*™ colonne de M.
Soit / I’application linéaire de £ dans R 6 définie par :

JM) = (ui(M), u2(M), us(M), vi(M), v2(M), vs(M))
et g la forme linéaire de R 6 définie par :
8(X], X2, X3, Xg, X5, X6) = X] + X3 + X3 = Xg = X5 = X

1. Calculer la dimension du noyau de g.

2. Démontrer que Im f C Ker g ; on pourra déterminer go f.

3. Soit :
X = (a], ap, as, b], b2, b3) € Ker g

Démontrer qu’il existe des nombres réels p, g, ,7 tels que la matrice M = ( m;; ) définie par :

mj; = pa;+qb; +r



vérifie f(M) = x. Pour simplifier les calculs on posera a; + a, + az =3k.
4, a) Déduire des deux questions précédentes que Im f = Ker g

b) Calculer la dimension de Ker f.

¢) Démontrer que F = Ker f.
Partie II1
On note G I’ensemble des matrices M de E telles que :

ui(M) = ux(M) = us(M) = vi(M) = va(M) = v3(M)

1. Démontrer que G est un sous-espace vectoriel de E.

2. On note @ la restriction de /a G.

a) Démontrer que /m @ est une droite vectorielle de R 9.
b) Démontrer que F'C G. En déduire que dim Ker ¢ = 4.

¢) Des deux questions précédentes déduire la dimension de G et en construire une base.
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