SUJET :

EPREUVE N° 35

CONCOURS EXTERNE D’ADMINISTRATEUR TERRITORIAL

Composition portant sur un sujet de statistiques

PROBLEME I (6 points)
On considére la distribution de probabilité d’un couple de variables aléatoires discrétes (X, 1)
définie par le tableau :
X -1 1 2
-2 0,2 0,2 a
0 0,1 0.1 0,05
F 0,2 0 0,1

1. Calculer a.

2. En déduire les lois marginales de X et de Y, puis calculer les espérances E(X) et E(Y).
3. Les variables aléatoires X et Y sont-clles indépendantes ?
4. a) Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que ¥ = /.
b) En déduire I’espérance conditionnelle E(X /Y =1).
5. Calculer I’espérance conditionnelle de X sachant que Y # 2.

6. Calculer E(XY) et en déduire cov(X, Y).

7. On pose Z = X + Y. Déterminer la loi de Z, puis calculer E(Z) et V(2Z).
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PROBLEME II (4 points)
Le parc automobile d’une municipalité est constitué de 5 voitures et 3 camions.

Chaque véhicule peut €tre immobilisé une ou plusieurs journées pour entretien ou réparations.
On suppose que la probabilité qu’une voiture (resp. camion) soit indisponible un jour donné

est a = 0,03 (resp. = 0,05).

On note X (resp. Y) la variable aléatoire «nombre de voitures (resp. camions) disponibles un
jour donné». On suppose que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

1. Déterminer la distribution de probabilité de chacune des variables aléatoires X et ¥ puis
celle du couple (X, ¥).

2. Calculer la probabilité que tous les véhicules soient disponibles un jour donné.
3. Déterminer le nombre moyen E(X) (resp. £(Y)) de voitures (resp. camions) disponibles.
En déduire le nombre moyen de véhicules en état de marche un jour donné.

4. Suite a une réorganisation du service de maintenance, les valeurs de a et 8 sont modifiées.
Représenter graphiquement I’ensemble des couples (o, f) tels que :

EX+Y)>7

PROBLEME III (3 points)
Une communauté de communes envisage de construire une salle polyvalente. La population
totale concernée est d’environ 5 000 habitants et le nombre de personnes présentes
simultanément aux activités proposées représente environ 20% de cette population.
Afin de définir la capacité de cette salle, il a été supposé que :
* La probabilité qu’une personne assiste aux activités est p = 0, 2.

* Le nombre total d’habitants est N = 5 000.

1. a) Justifier que le nombre de personnes présentes a chaque séance suit une loi de
probabilité qui peut étre approchée par une loi normale.

b) Calculer I’espérance mathématique et I’écart-type de cette loi.

2. Combien faut-il prévoir de places pour que cette salle soit suffisante au moins 99 fois sur
100 ?




PROBLEME IV (7 points)

Un organisme de formation utilise deux batiments notés A et B. Le batiment A dispose de
deux salles de conférences et de quatre grandes salles de cours, tandis que le batiment B
contient dix petites salles de cours.

Le but de cet exercice est d’étudier la durée de vie des ampoules électriques basse
consommation utilisées dans ces deux batiments. Nous supposons que toutes ces ampoules
ont été installées a la méme date et ont les mémes caractéristiques.

Il a été recensé 150 ampoules dans le batiment A et 120 dans le batiment B.

La durée de vie annoncée par le fabricant est de 8 000 heures pour chacune de ces ampoules. -
Afin d’étudier la durée de vie de ces ampoules, nous proposons d’effectuer une étude
statistique portant sur deux échantillons, notés A4 et B, issus des batiments A et B. La durée de

vie est en milliers d’heures.

Echantillon 4 (16 mesures)

71 (8,1(82]86]77(72]78(86[85]82|82]74]76[79]81]78

Echantillon B (9 mesures)

7,7185(86.82|76|72|74/|8,3]8,7

On note :

X4 (resp. Xp) la variable aléatoire «Durée de vie, mesurée en heures, d’une ampoule du
batiment A (resp. B)»

1. Calculer les moyennes empiriques X, et X, puis les variances empiriques sj et sf; des
échantillons 4 et B.

2. En déduire des estimations non biaisées de 1’espérance mathématique et de la variance des
variables aléatoires X, et X;.

3. Déterminer un intervalle de confiance au risque de 5% de I’écart-type o, (resp. 0,)dela
durée de vie X4 (resp. X3) d’une ampoule.

2

Rappelons que, pour un échantillon de taille n, la variable aléatoire % suit la loi du khi-
o

deux a n -1 degrés de liberté.

4. Les deux échantillons 4 et B sont maintenant réunis en un seul échantillon noté C.

Calculer X. et sé en fonction de ¥ i s sf; et sé , puis donner les valeurs numériques de

= 2
JCC et SC'




S. a) Peut-on considérer, au risque de 5%, que la variable aléatoire Xc : «Durée de vie,
mesurée en heures, d’'une ampoule de I’ensemble des batiments A et By suit la loi
normale de paramétres m = 8 000 heures et o= 480 heures ? On pourra effectuer un
test d’adéquation du khi-deux basé sur les échantillons 4 et B.

b) Dans I’affirmative, calculer le nombre approximatif d’ampoules a remplacer dans
ces deux bitiments au bout de quatre ans. On supposera que la durée annuelle
d’utilisation d’une ampoule est de 1 800 heures.
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FONCTION DE REPARTITION DE LA LOI NORMALE

2 () L, fr u’ d
t)=—— exp| ——— |du
V2 VJ —0 ¥ 2

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 05000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 05359
0,1 | 05398 | 05438 | 0,5478 | 0,551 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 0,5753
0.2 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 0,6141
0,3 | 06179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6295 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 0,6517
0.4 | 0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,666+ | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 0,6879
0,5 | 06915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 0,7224
0,6 | 0,7257 | 0,7290 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 0,7549
0,7 | 07580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,767 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 0,7852
0.8 | 07881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,796™ | 0,7995 | 0,8023 | 0,805 | 0,8078 | 0,8106 0,8133
0.9 | 08159 | 08185 | 08212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 0,8389

LO | 08413 | 08438 | 0,8461 | 0,8485 | 08508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0.8599 0,8621
L1 | 08643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,870% | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 | 0,8549 | 0,8869 | 0,8888 | 0,890 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0.9015
1,3 ] 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,908> | 0,9099 | 0,9115 | 09131 | 09147 | 0,9162 09177
14 | 09192 | 09207 | 0,9222 | 0,9236 | 09251 | 09265 | 09279 | 0,9292 | 0,9306 09319
L5 | 09332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 | 09452 | 09463 | 0,9474 | 0,948+ | 09495 | 09505 | 0,9515 | 09525 | 09535 0,9545
L7 | 09554 | 0,9564 | 09573 | 0,958 | 09591 | 09599 | 09608 | 09616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 | 0,9641 | 09649 | 0,9656 | 0,966+ | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
19 | 09713 | 09719 | 09726 | 0,973 | 09738 | 09744 | 0,9750 | 09756 | 0,9761 | 0,9767

2,0 | 09772 | 0,9779 | 0,9783 | 0,978% | 0,9793 | 09798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 | 09821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,983+ | 09838 | 09842 | 09846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 | 09861 | 0,9864 | 09868 | 0,987] | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 | 09893 | 0,9896 | 09898 | 0,990/ | 0,9904 | 09906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
24 | 09918 | 09920 | 09922 | 09925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 09934 | 09936
2,5 | 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9942 | 0,9945 | 09946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 | 09953 | 0,9955 | 09956 | 0,995 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964

2,7 | 0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9965 | 0,9969 | 09970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0, 9974
2,8 09974 | 09975 | 09976 | 0,997 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,998]
2,9 | 09981 | 09982 | 0,9982 | 0,998 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986

Table pour les grandes valeurs de ¢

t 3.0 5 3,2 33 3.4 35 3.6 3.8 4,0 4,5
0,99865 | 0.99904 | 0,99931| 0,99952 | 0,99966 | 0,99976 | 0,999841 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999997




Valeurs de x? ayant la probabilité ¢ = / - p d'étre dépassées

LOI DU KHI-DEUX

al 0995 | 0990 [ 0,975 | 0950 | 0,900 | 0.80 [0,70] 0500307 0,207 0,10] 0,05 [0,025]0,010]0,005]0,001
v

1 0,0002 [ 0,0010 | 0,0039 | 0,0158 | 0,0542 |0,148|0,455| 1,07 | 1,64 | 2,71 | 3,84 | 5,02 | 6,63 | 7,88 | 10.3
2 [ 0,0100 0,020 | 0,0506 | 0,103 | 0,211 | 0,446 (0,713 1,39 | 2,41 | 3,22 | 4,61 | 599 | 7,38 | 921 | 10,6 | 13.8
3100717 | 0,115 | 0,216 | 0352 | 0,584 | 1.01 | 142|237 3,67 |464|625|782|935|113|128] 163
4| 0207 | 0297 | 0484 | 0,711 | 1,06 | 165 | 220|336 488599778949 11,1133 149] 185
5| 0412 | 0554 | 0831 | 1,15 | 1,61 | 234 |300|435|606|729|924| 11,1128 151|167 | 205
6 | 0676 | 0872 | 1,24 | 164 | 220 | 307 |383|535|723|856| 106|126 | 144|168 | 185 | 22,5
710989 | 1,24 | 1,69 | 217 | 283 | 382 | 467635838980 120|141 160]| 185|203 | 243
8| 134 | 165 | 218 | 273 | 349 | 459 | 553 (734|952 (110|134 (155|175 201 | 220 26,1
9 | L73 | 209 | 270 | 333 | 417 | 538 | 639834107122 147|169 190|217 | 236 | 279
10 216 | 256 | 325 | 394 | 487 | 618 (727|934 (11,8 |134|160)| 183|205 232]252] 296
11| 260 | 305 | 382 | 457 | 558 | 699 815|103 |129|146|173| 197|219 247 | 268 | 313
12| 307 | 357 | 440 | 523 | 630 | 7.81 (903|113 | 140|158 |185|210|233 | 262283 | 329
13) 357 | 411 | 501 | 589 | 7,04 | 863 | 993|123 (151|170 198|224 | 247|277 | 208 | 345
14| 407 | 466 | 563 | 657 | 779 | 947 | 108|133 (162|182 | 21,1237 | 261|291 313|361
15| 460 | 523 | 626 | 726 | 855 | 103 | 117 | 143|173 | 193|223 | 250|275 | 306|328 377
16| 514 | 581 | 691 | 796 | 931 | 1,2 | 126|153 | 184|205 (235|263 288|320/ 343|393
17| 570 | 641 | 756 | 867 | 10,1 | 120 | 135 (163|195 216|248 | 276|302 | 334357408
18| 626 | 701 | 823 | 939 | 109 | 129 |144 173|206 228|260 289315348372 423
19| 684 | 763 | 891 | 101 | 11,7 | 157 | 154 183|217 | 239|272 301|329 | 362 | 386 | 43.8
20| 743 | 826 | 959 | 109 | 124 | 146 | 163|193 228|250 |284 | 314|342 37.6 | 40,0 | 453
21| 803 | 890 | 103 | 11,6 | 132 | 154 | 172|203 (239|262 296|327 (355|389 | 414|468
22| 864 | 954 | 110 | 123 | 140 | 163 |181|21,3 (249273308 )|339] 368|403 428|483
23| 926 | 102 | 117 | 131 | 148 | 172 | 190|223 (260 | 284|320 352|381 | 416|442 497
24| 989 | 109 | 124 | 138 | 157 | IS | 199|233 (27,1 (296332364 394|430 456 | 512
25| 105 | 115 | 131 | 146 | 165 | 189 | 209 (243|282 (307|344 |37,7| 40,6 | 443 | 469 | 52.6
26| 11,2 | 122 | 138 | 154 | 173 | 198 | 21,8253 (292|318 356|389 41,9 | 456|483 | 541
27| 11,8 | 129 | 146 | 162 | 181 | 207 | 227|263 |303| 329|367 | 401|432 | 470|496 | 555
28| 125 | 136 | 153 | 169 | 189 | 21,6 | 236|273 (314340379413 | 445|483 |51.0]56,9
29| 130 | 143 | 160 | 17,7 | 198 | 22,5 | 246|283 | 325|351 | 391 | 426|457 | 496 | 523 | 583
30| 138 | 150 | 168 | 185 | 206 | 234 | 255293335363 403 |438| 470|509 537|597




